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基于轨道角动量的高维贝尔态产生
寇芸洁，范亚男，朱雁兵，尚佳奇，王斐然

（西安工程大学 理学院，西安 710048）

摘要：【目的】量子通信是一种具有广阔应用前景的新型通信方式，其与经典的信息科学技术相结合，具有无条件安全性以及
对信息的高效传输等特性，是当今通信领域的研究热点。高维量子纠缠通常具有很强的非局域性，能够更好地保障量子通信
过程中的安全性，在量子通信和量子计算中扮演着至关重要的角色。为了满足量子信息科学对高维量子纠缠态的需求，文章
提出了一种基于光子轨道角动量（OAM）的高维贝尔态产生方法，能够高保真度地生成所需的完备贝尔态基矢。【方法】文中
首先研究了光子 OAM 的自发参量下转换（SPDC）过程，并进一步利用遗传算法（GA）对泵浦光的量子态进行优化，以获得所
需的高维最大纠缠态。文章详细分析了拉盖尔高斯（LG）光束的特性，并探讨了其在 SPDC 过程中的应用，通过优化泵浦光
的各参数，在三维、四维和五维空间中产生了最大纠缠态。【结果】通过空间模式光谱分布对比表明，优化后的纠缠态与目标态
具有更高的保真度。此外，通过模拟产生 16 个贝尔态，验证了生成的量子态能构成四维希尔伯特空间的完备基。【结论】文章
所提方案不仅实现了高维纠缠态的有效产生，也使更长距离的量子通信，甚至在全球范围内实现量子通信系统成为可能。而
且为量子通信和量子计算领域中的高维纠缠态的应用提供了新的途径，对推动量子信息科学的发展具有重要意义。
关键词：量子通信；光子轨道角动量；高维纠缠态
中图分类号：TN929 文献标志码：A

High⁃Dimensional Bell State Generation based on Orbital Angular Momentum

KOU Yunjie，FAN Yanan，ZHU Yanbing，SHANG Jiaqi，WANG Feiran

（School of Science，Xi’an Polytechnic University，Xi’an 710048，China）

Abstract：【Objective】Quantum communication is an emerging mode of communication with broad application prospects，com⁃
bining with classical information science and technology. It offers unconditional security and efficient transmission of information，
making it a hot research topic in today􀆳s communication field. High⁃dimensional quantum entanglement often exhibits strong non⁃
locality，enhancing the security in quantum communication processes and playing a crucial role in quantum communication and
computing. To meet the demand for high⁃dimensional entangled states in quantum information science，this paper proposes a
method for generating high⁃dimensional Bell states based on the Orbital Angular Momentum（OAM）of photons，capable of pro⁃
ducing the complete set of Bell state basis vectors with high fidelity.【Methods】Initially，the Spontaneous Parametric Down⁃Con⁃
version（SPDC）process involving photon OAM is studied. Furthermore，a Genetic Algorithm（GA）is employed to optimize the
quantum state of the pump light，aiming to obtain the required high⁃dimensional maximally entangled states. We analyze the char⁃
acteristics of Laguerre⁃Gaussian（LG）beams in detail and explore their application in the SPDC process. By optimizing the param⁃
eters of the pump light，maximally entangled states are generated in three⁃dimensional，four⁃dimensional，and five⁃dimensional
spaces.【Results】A comparison of the spatial mode spectral distribution shows that the optimized entangled states possess higher
fidelity to the target states. Additionally，by simulating the generation of 16 Bell states，it is verified that the produced quantum
states form a complete basis for a four⁃dimensional Hilbert space.【Conclusion】The proposed scheme not only effectively gener⁃
ates high⁃dimensional entangled states but also enables longer⁃distance quantum communication and potentially global quantum
communication systems. Moreover，it provides new avenues for the application of high⁃dimensional entangled states in the fields
of quantum communication and computing，significantly contributing to the advancement of quantum information science.
Key words：quantum communication；photon OAM；high⁃dimensional entangled states

0 引 言

在量子信息学的研究中，量子纠缠作为核心的

量子资源［1⁃2］，被广泛应用于量子隐形传态、量子密

钥分发、纠缠交换和量子通信等领域［3⁃11］。具有光

子轨道角动量（Orbital Angular Momentum，OAM）

自由度的最大纠缠光子对是实现高容量量子计算和

量子通信的重要手段，可以在任意维度的希尔伯特

空间进行信息编码［12⁃15］。基于 OAM 的纠缠态，产

生方法从早期的级联原子干涉［16］到现在常用的非

线性晶体中自发参量下转换（Spontaneous Paramet⁃
ric Down⁃Conversion，SPDC）过程［17］，经过不断地

改进，提高了源的亮度、效率和所产生的纠缠质

量［18⁃24］。但由于受诸多实验条件限制和不可避免

的环境噪声等影响，制备出的量子纠缠态并不是最

大纠缠态，在量子通信中将会导致信息失真。本文

通过模拟优化产生了一种在非线性晶体中通过 SP⁃
DC 过程产生具有 OAM 自由度的空间最大纠缠光

子对的方案，为高维量子信息的研究奠定了基础。

本文第 1 章介绍了纠缠光子对的理论计算以及优化

算法；第 2 章概述了高维最大纠缠态的产生以及完

备的高维贝尔基的产生方案；第 3 章对纠缠量子态

的应用进行了总结与展望。

1 理论分析

拉盖尔高斯（Laguerre⁃Gaussian，LG）光束是

典型的携带 OAM 的涡旋光，归一化的 LG 模式在

柱坐标下可表示为

LG ℓ
p ( ρ，ϕ )=

2p！
π ( p+ || ℓ )！

1
w

(
ρ 2
w

) || ℓ ×

exp(
-ρ 2

w 2 )L || ℓ
p (

2ρ 2

w 2 ) exp( iℓϕ )，（1）

式中：LG ℓ
p ( ρ，ϕ ) 为 LG 光束的模式函数，ρ 和 ϕ 分

别为圆柱坐标系中的径向距离和方位角，表示光束

在空间中的位置，ℓ 和 p分别为LG 光束的角向指数

和径向指数，ℓ 为该 LG 光束携带的 OAM 数，p 为

该 LG 光束的径向模式分布，通常情况取 0；L || ℓ
p 为

广义拉盖尔多项式，用于描述 LG 光束径向分布；w
为光束束腰半径，i 为虚数单位。使用 LG 模式的任

意叠加设计泵浦光束，通过 SPDC 过程实现了基于

OAM 的双光子最大纠缠态。在 LG 模式中，通过

SPDC 过程产生的下转换光子对 ψSPDC 可表示为

ψSPDC = ∑ ℓs，p s
∑ ℓi，p i

c ℓs，ℓi

p s，p i
ℓs，p s ℓi，p i ， （2）

式中：ℓ s，p s 为信号光子所处的态；ℓ i，p i 为闲置光

子所处的态； || c ℓs，ℓi

p s，p i

2
为在 ℓ s，p s 态中找到信号光子

和在 ℓ i，p i 态中找到闲置光子的重合概率（SPDC

过程产生的光子对——信号光子和闲置光子）；ℓ s 和

p s 为信号光子的角向指数和径向指数；ℓ i 和 p i 为闲

置光子的角向指数和径向指数。将符合概率 || c ℓs，ℓi

p s，p i

2

的分布称为空间光谱分布 C ℓs，ℓi

p s，p i
，可表示为

C ℓ s，ℓ i
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*
， （3）

式中，ψ i 和 ψ s 分别为闲置光子和信号光子的 LG 模

式函数，[ ]· *
为复共轭。

将 式（ 1）代 入 式（ 3）后 ，可 得 ∫
0

2π

d ϕexp

[ ]i ( ℓp - ℓs - ℓi )ϕ = 2πδℓp，ℓs + ℓi
，（δℓp，ℓs + ℓi

为克罗内克-德

尔塔函数，表示：如果 ℓp = ℓ s + ℓ i，则 δℓp，ℓ s + ℓ i
= 1；如果

ℓp ≠ ℓ s + ℓ i，则 δℓp，ℓ s + ℓ i = 0，即 OAM 守 恒 定 律 ℓp =
ℓ s + ℓ i。将其代入式（3）同时使用广义拉盖尔多

项式 L || ℓ
p ( x ) = ∑

k = 0

p

( -1 )k
( p + || ℓ )！

( p - k )！( || ℓ + k )！k！
xk

( x=（r/w )2，r 为径向距离），由此可得，任意 LG 泵浦

（或其叠加）产生的下转换光子的精确解析形式为

C ℓ s，ℓ i

p s，p i
= δℓp，ℓ s + ℓ i

2
πw 2

p

2σ l + 1γ|ℓ s|+ 1
s γ i

|ℓ i|+ 1

( 1+ γ2
s + γ2

i )σℓ + 1 pp！p s！p i！( |ℓp|+ pp )！( |ℓ s|+ p s )！( |ℓ i|+ p i )！ ×

∑
k = 0

pp

∑
m = 0

p s

∑
j= 0

p i ( -2 )k +m + j γ2m
s γ2j

i

( 1+ γ2
s + γ2

i )k +m + j ×
[ ]σℓ + k +m + j ！

( pp - k )！( |ℓp|+ k )！k！( p s -m )！( |ℓ s|+m )！m！( p i - j )！( |ℓ i|+ j )！j！
，

（4）

式中：σℓ = ( )|ℓp | + |ℓs | + |ℓi | /2 为辅助参数，用于简

化表达式，同时反映参与相互作用的所有光子的

OAM 总和的特征；γ s =w p/w s 和 γ i =w p /w i 分别为

泵浦束腰与信号和闲置束腰之比。γs 和 γ i 在下转

换状态的组成中起着关键作用。

以三维纠缠态为例，史保森团队［18］通过 SPDC

过程产生具有 OAM 自由度的空间最大纠缠光子

对，图 1 所示为输入泵浦光的空间光谱分布。输入

泵浦光为叠加态，即 L
p
= ( -2

p
+ 0

p
+ )2

p
/ 3，

输出的空间谱分布等于各纯态的线性叠加效应，通

过增加泵浦 ±2
p
的占比，1

s
1

i
和 -1

s
-1

i
的概

率幅增大，更接近最大纠缠态。本文利用优化算法

优化系统中各参数，降低 1
s
1

i
、0

s
0

i
和 -1

s
-1

i

以外的概率幅，产生三维最大纠缠态，并将纠缠维度

拓展到四维和五维情况，并产生了一组完备的高维

贝尔态。
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线性晶体中自发参量下转换（Spontaneous Paramet⁃
ric Down⁃Conversion，SPDC）过程［17］，经过不断地

改进，提高了源的亮度、效率和所产生的纠缠质

量［18⁃24］。但由于受诸多实验条件限制和不可避免

的环境噪声等影响，制备出的量子纠缠态并不是最

大纠缠态，在量子通信中将会导致信息失真。本文

通过模拟优化产生了一种在非线性晶体中通过 SP⁃
DC 过程产生具有 OAM 自由度的空间最大纠缠光

子对的方案，为高维量子信息的研究奠定了基础。

本文第 1 章介绍了纠缠光子对的理论计算以及优化

算法；第 2 章概述了高维最大纠缠态的产生以及完

备的高维贝尔基的产生方案；第 3 章对纠缠量子态

的应用进行了总结与展望。
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拉盖尔高斯（Laguerre⁃Gaussian，LG）光束是

典型的携带 OAM 的涡旋光，归一化的 LG 模式在

柱坐标下可表示为
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p (
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式中：LG ℓ
p ( ρ，ϕ ) 为 LG 光束的模式函数，ρ 和 ϕ 分

别为圆柱坐标系中的径向距离和方位角，表示光束

在空间中的位置，ℓ 和 p分别为LG 光束的角向指数

和径向指数，ℓ 为该 LG 光束携带的 OAM 数，p 为

该 LG 光束的径向模式分布，通常情况取 0；L || ℓ
p 为

广义拉盖尔多项式，用于描述 LG 光束径向分布；w
为光束束腰半径，i 为虚数单位。使用 LG 模式的任

意叠加设计泵浦光束，通过 SPDC 过程实现了基于

OAM 的双光子最大纠缠态。在 LG 模式中，通过

SPDC 过程产生的下转换光子对 ψSPDC 可表示为

ψSPDC = ∑ ℓs，p s
∑ ℓi，p i
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式中：ℓ s，p s 为信号光子所处的态；ℓ i，p i 为闲置光
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2
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式函数，[ ]· *
为复共轭。
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0
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化表达式，同时反映参与相互作用的所有光子的
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以三维纠缠态为例，史保森团队［18］通过 SPDC
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泵浦光为叠加态，即 L
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图 1 下转换光子的输入泵浦光空间光谱分布

Figure 1 The spatial and spectral distribution of the input pump light for down⁃converted photons

遗传算法（Genetic Algorithm，GA）、粒子群优

化（Particle Swarm Optimization，PSO）算法和差分

进化（Differential Evolution，DE）算法等都是常用的

优化算法，在进行尝试后发现，各算法中 GA 的优

化效果最好，收敛速度稳定，故使用 GA 进行优化。

当使用 GA 生成最优解时，首先从种群中随机产生

符合条件的初始种群，随后根据预先设定的目标函

数设置约束条件，从中选出符合条件的个体，GA 在

图像处理、神经网络、机器学习和模式识别等领域都

有广阔的应用前景。图 2 所示为 GA 执行过程图。

定义目标函数

设置约束条件

开始

设置初始条件

生成初始化种群

计算个体适应度

适应度≥0.8

迭代次数≤600

选择

交叉

变异 结束

生成结果
是

是
否

输出量子态参数
pp，ps，pi，γs，γi

初始种群数量=600
期望适应度=0.8

设置空间光谱分布矩阵 -1 s -1 i 和 0 s 0 i 处的乘积
作为约束条件，计算约束条件的最小值

选取空间光谱分布 |
|

|
| c

ℓs，ℓi
p s，p i

2

为目标函数，使空间光谱分

布 -1 s -1 i，0 s 0 i和 1 s 1 i处的概率幅最大

否

图 2 GA 执行过程图

Figure 2 Diagram of GA execution process

2 高维最大纠缠态及贝尔基的产生

2. 1 高维最大纠缠态的产生

采用史保森团队［18］提出的三维最大纠缠态的

产生方案，基于 GA 优化泵浦光的各参数（p p，p s，p i，

γs，γ i），通过该方案可以产生更好的纠缠态。使用

GA 进行优化时，种群数量与迭代次数会影响运算

时间与效率，通过多次重复实验，选择初始种群的数

量为 600，最大迭代次数为 600，选取空间光谱分布

作 为 目 标 函 数 ，使 空 间 光 谱 分 布 - 1
s
- 1

i
、

0
s
0

i
和 1

s
1

i
处的概率幅最大；设置空间光谱分

布矩阵 - 1
s
- 1

i
和 0

s
0

i
处的乘积作为约束条

件，计算约束条件的最小值，此时将优化后的各参数

（p p，p s，p i，γs，γ i）代入空间光谱分布公式中，选择期

望适应度为 0. 8（如果适应度小于期望值将不断进

行进化，如选取较小则约束条件无法满足），在上述

参数设置下，模型已达到较好收敛效果，将生成更优

的三维纠缠态。在不同维度情况下，优化前的空间

光谱各参数设置相同（p p = 0，p s = 0，p i = 0，γ s = 0.5，

γ i = 0.5）。

输入泵浦光为叠加态：L
p
= ( )-2

p
+ 0

p
+ 2

p /
3，则输出的空间谱分布等于各纯态的线性叠加效

应，输入泵浦光优化前后的空间光谱分布如图 3（a）
第 1 幅图和图 3（b）第 1 幅图所示。由图可知，优化

前与优化后的空间光谱（pp = 2，p s = 4，p i = 4，γ s =

0.544 1，γ i = 0.544 1）相比，-1
s
-1

i
和 1

s
1

i
的

概率幅增大，更接近三维最大纠缠态。

输入泵浦光为叠加态：L
p
= ( -4

p
+ -2

p
+

)0
p
+ 2

p
2，其优化前后的空间光谱分布如图 3（a）

第 2 幅图和 3（b）第 2 幅图所示。由图可知，优化前
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与 优 化 后 的 空 间 光 谱（pp = 2，p s = 4，p i = 4，γ s =

0.504 3，γ i = 0.504 3）相比，-2
s
-2

i
、-1

s
-1

i
和

1
s
1

i
的概率幅增大，更接近四维最大纠缠态。

输 入 泵 浦 光 为 叠 加 态 ： L
p
=

( )-4
p
+ -2

p
+ 0

p
+ 2

p
+ 4

p
5，其 优 化 前

后的空间光谱分布如图 3（a）第 3 幅图和图 3（b）第

3 幅图所示。由图可知，优化前与优化后的空间光

谱（p p = 2，p s = 4，p i = 4，γs = 0.5，γ i = 0.5）相比，

-2
s
-2

i
、-1

s
-1

i
、1

s
1

i
和 2

s
2

i
的概率幅

增大，更接近五维最大纠缠态。

0.3
0.2
0.1
0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
ls

4

0.3
0.2
0.1
0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
ls

4

0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
ls

4

（a）优化前的空间光谱分布
（a）The spatial spectral distributions before optimization

0.3
0.2
0.1
0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
ls

4

0.20
0.15
0.10
0.05

0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
ls

4

0.15
0.10
0.05

0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
ls

4

（b）优化后的空间光谱分布
（b）The spatial spectral distributions after optimization

注：li和 ls分别表示闲置光子和信号光子携带的轨道角动量数。

图 3 下转换光子的空间光谱分布

Figure 3 The spatial spectral distribution of down⁃converted photons

本文采用量子态的保真度衡量量子态与目标态

之间的接近程度。设有量子态 ψ 和目标态 φ ，量

子态的保真度 ƒ定义为 ƒ = || ψ φ
2

，其取值范围在

0 到 1 之间。当 ƒ=1 时，表示两个态完全相同；当

ƒ=0 时，表示两个态完全正交。使用 GA 优化输入

泵浦光时，种群数量与迭代次数会影响运算时间与

效率，通过多次重复实验，选择初始种群的数量为

6 000，最大迭代次数为 6 000，在上述参数设置下，

模型已达到较好收敛效果，将生成更优的三维最大

纠缠态。设 φ = ( )-1- 1 + 00 + 11 3 作

为目标态，ƒ作为约束条件，计算 ƒ的最大值，此时输

出态为三维最大纠缠态。图 4 所示为输入泵浦光的

空间光谱分布，表 1 所示为输出态各参数。

表 1 输出态各参数

Table 1 Parameters of the output state

输出态

ψ1

ψ2

ψ3

an

1. 24

1. 26

1. 25

bn

1. 00

1. 18

1. 17

cn

1. 24

1. 00

1. 00

dn

/

1. 18

1. 17

e n

/

/

1. 25

αn

-9. 12×10-6π

-1. 13×10-4π

-1. 69×10-6π

βn

0

-1. 85×10-4π

-1. 78×10-5π

γn

2. 96×10-6π

0

0

ξn
/

-5. 79×10-5π

7. 90×10-6π

ηn

/

/

4. 09×10-6π

注：aeiα、beiβ、ceiγ、deiξ和 eeiη均为优化算法调整后基矢态的概率幅，对应基矢态在最终输出态中的权重，用于量化优化效果。通
过优化，使其尽可能接近目标态中的理想值，达到最大纠缠；eeiη中两个 e含义不同，前面的 e表示参数变量，后面的 e表示常数。
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设置目标态为 φ = ( )-1- 1 + 00 + 11

3，经 算 法 优 化 后 输 出 态 ψ1 可 表 示 为 ψ1 =

( )a1eiα1 -2 + b1eiβ1 0 + c 1eiγ1 2 3，其 优 化 前 后

的空间光谱分布如图 4（a）第 1 幅图和图 4（b）第 1

幅 图 所 示 ，由 图 可 知 ，与 泵 浦 光 φ =

( )-2 + 0 + 2 3 的 空 间 光 谱 分 布 相 比 ，

- 1
s
-1

i
和 1

s
1

i
处的概率幅增大且趋近于

0
s
0

i
处，产生了三维最大纠缠态。

设置目标态为 φ = ( -2 - 2 + -1 - 1 +

)00 + 11 2，经算法优化后输出态 ψ2 可表示为

ψ2= ( )a2eiα2 -4 + b2eiβ2 -2 + c 2eiγ2 0 + d2eiξ2 2 2，其

优化前后的空间光谱分布如图 4（a）第 2 幅图和图 4（b）

第 2 幅 图 所 示 ，由 图 可 知 ，与 泵 浦 光 φ =

( )-4 + -2 + 0 + 2 2 的空间光谱分布相比，

-2
s
-2

i
、-1

s
-1

i
和 1

s
1

i
处的概率幅增大且

趋近于 0
s
0

i
处，产生了四维最大纠缠态。

设置目标态为 φ = ( -2-2 + -1-1 + 00 +

)11 + 22 5，经算法优化后输出态 ψ3 可表示为

ψ3 = (a3eiα3 -4 + b3eiβ3 -2 + c3eiγ3 0 + d3eiξ3 2 +

)e3eiη3 4 5。其优化前后的空间光谱分布如图 4

（a）第 3 幅图和 4（b）第 3 幅图所示，由图可知，与泵

浦 光 φ = ( )-4 + -2 + 0 + 2 + 4 5 的

空间光谱分布相比，-2
s
-2

i
、-1

s
-1

i
、1

s
1

i

和 2
s
2

i
处的概率幅增大且趋近于 0

s
0

i
处，产

生了五维最大纠缠态。
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（a）优化前的空间光谱分布

（a）The spatial spectral distributions before optimization
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ls

4

0.20
0.15
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0.05
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4
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0.10
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0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

li
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4

（b）优化后的空间光谱分布

（b）The spatial spectral distributions after optimization
图 4 下转换光子的空间光谱分布

Figure 4 The spatial spectral distributions of down⁃converted photons

2. 2 完备的高维贝尔基产生

Bennett 等人［25］推广的二部系统 AB 的 D 维贝

尔基可表示为

ψ
mn

AB
=

1
D
∑
k = 0

D - 1

ei
2π
D

nk k
A
k⊕m

B
， （5）

式中：A 和 B 为两个纠缠的光子，下文中指信号光

子和闲置光子；D 为希尔伯特空间的维度。在四维

情况下，包含 16 个正交贝尔态，将其分为 4 组，每组

中的 4 种状态用变量 n= 0，1，2，3 来标记，该变量定

义了概率幅值之间的相位关系；变量 m = 0，1，2，3

定义了光子对之间的相关性。在第 1 组态 φ0n 中，
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光子 A、B 共享相同的态，概率幅值间的相对相位根

据 n 变化，其他 3 组态通过对第 1 组进行模式变换

获得，最后得到了四维贝尔基中的全部 16 种状态。

如式（5）定义，四维贝尔基包含两个反对称状态和 6

个对称状态，其余 8 个状态既不对称也不反对称：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

φ0n = (e-inπ -2- 2 + e-inπ/2 -1- 1 +

)00 + einπ/2 11 2

φ1n = (e-inπ -2- 1 + e-inπ/2 -10 +

)01 + einπ/2 1- 2 2

φ2n = (e-inπ -20 + e-inπ/2 -11 +

)0- 2 + einπ/2 1- 1 2

φ3n = (e-inπ -21 + e-inπ/2 -1- 2 +

)0- 1 + einπ/2 10 2

。

模拟产生的 16 个贝尔态构成了四维希尔伯特

空间的完备基。为了量化生成的量子态的质量，模

拟了目标态及输出态的密度矩阵。设置目标态为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

φ00 = ( )-2- 2 + -1- 1 + 00 + 11 2

φ01 = (e-i2π/2 -2- 2 + e-iπ/2 -1- 1 +

)00 + eiπ/2 11 2

φ02 = (e-i4π/2 -2- 2 + e-i2π/2 -1- 1 +

)00 + ei2π/2 11 2

φ03 = (e-i6π/2 -2- 2 + e-i3π/2 -1- 1 +

)00 + ei3π/2 11 2

，

经算法优化后输出态：

ψ0n = (aneiαn -2- 2 + bneiβn -1- 1 +

)00 + cneiγn 11 2。

四维最大纠缠态的密度矩阵如图 5 所示，由图

可知，输出态的密度矩阵与目标态高度一致，即在模

拟过程中得到的输出态与期望的目标态非常接近，

反映了模拟结果的准确性，所采用的模拟方法和参

数能够有效地再现目标态，产生四维最大纠缠态。

表 2 所示为输出态各参数值。

0.2
0.1
0

|1，1〉|0，0〉
|-1，-1〉

|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉
|0，0〉|1，1〉

1
0

-1
|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉|0，0〉

|-1，-1〉
|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉

|0，0〉|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉|0，0〉

|-1，-1〉
|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉

|0，0〉|1，1〉

1
0

-1

×10-16

|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉|0，0〉

|-1，-1〉
|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉

|0，0〉|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

（a）目标态 φ0n（n=0，1，2，3）的密度矩阵

（a）The density matrices of the target states φ0n（n=0，1，2，3）
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0.2
0.1
0

|1，1〉|0，0〉
|-1，-1〉

|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉
|0，0〉|1，1〉

2
0

-2

×10-4

|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉|0，0〉|-1，-1〉

|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉
|0，0〉|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉|0，0〉|-1，-1〉|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉

|0，0〉|1，1〉

2
0

-2

×10-4

|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉|0，0〉

|-1，-1〉
|-2，-2〉 |-2，-2〉|-1，-1〉

|0，0〉|1，1〉

0.2
0

-0.2
|1，1〉

|-1，-
1〉|0，0〉

|-2，-
2〉 |-2，-2〉

|-1，-1〉
|0，0〉

|1，1〉

（b）优化后输出态 ψ0n 的密度矩阵

（b）The density matrices of the optimized output states ψ0n

注：右上小图为虚部。

图 5 四维最大纠缠态的密度矩阵

Figure 5 Density matrices of four⁃dimensional maximally entangled states

表 2 输出态各参数

Table 2 Parameters of the output state

输出态

ψ00

ψ01

ψ02

ψ03

an

1. 00

0. 99

1. 00

0. 99

bn

1. 00

1. 00

0. 99

0. 99

cn

1. 00

1. 00

0. 99

0. 99

αn

-1. 13×10-4π

-π

1. 01×10-4π

π

βn

-1. 85×10-4π

-0. 5π

π

0. 5π

γn

-5. 79×10-5π

0. 5π

-π

-0. 5π

这种方法不仅适用于三维和五维情况，而且可

以拓展至更高维度的纠缠态中。

3 结束语

本研究基于文献［18］提出的纠缠态的产生方

案，在结合优化算法的基础上，给出了一组完备的高

维贝尔态的产生方案。结果表明，该方案在产生更

优的最大纠缠态基础上，将纠缠维度拓展到四维和

五维情况，并产生了一组完备的高维贝尔态。面对

量子纠缠在量子通信领域的重要作用，这种能够产

生高质量纠缠量子态的方法为实际量子通信网络的

应用奠定了基础。
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